
作業 2 

9721201    W.S.P(註:  此為代碼) 

 

一、請就「全體不見得比部份多」這件事情,  例如,  自然數和正偶數「一樣多」,  談一談直觀和理

性之間的掙扎;  並試著發展一些說法  (而不是僅僅訴諸定義),  以說服一個不願接受的人  (想像

有一個人在面前,  他就是不能接受「部份可以和全體一樣多」)。 

 

﹝答﹞ 

  任何一個概念的好壞、價值與它容易被人接受與否並無絕對的關係，換句話說，僅僅憑著「難

以接受」而否定一個「看似弔詭」的「新想法」或許不是明智的行為。對於無窮集合「部分是否必

小於全體」這個疑慮，此項「不直觀」的現象，我們有許多面相得以探討： 

 

(a) 經驗：經驗在知識的探索上有相當的地位，卻也常是邁向災難的絕佳途徑，走向破滅的危險

道路───因為忽視了經驗內容的適用範圍。長期的生活與對世界的認識，讓我們察覺到「全

體大於部分」。它是個再真實不過的事了，我們無從否認它。但為我們所不知的是，我們被

侷限了，被我們的經驗範圍侷限。無窮大與無窮多根本不會在我們的經驗裡出現───我們

遇不到無窮大的物體以及無窮多的物件，那麼我們拿既有的經驗套用經驗範圍之外的事又意

味著什麼呢？就像跳箱，跳 50cm, 100cm, 150cm, 200cm, 250cm，我們都可以安然無恙，倘若

我們就把這些經驗推廣到極大高度，如果我們真以為一切如故地從 101 掉落，後果將可想而

知。（天曉得自由落體能為我們脆弱的身軀帶來多大傷害？我們並沒有經驗過。 

                          ─────經驗未必是可靠的 

 

 

(b) 用語：讓我們仔細回想該如何判斷物體的多寡。例如： 

●●●●●●   與  ■■■■■■ 

   就像圍棋一開始的猜子，我們是用「排」的方式將它們並列，並且發現它們將「不重複」且

「無遺漏」地排得很好，此時，我們說它們個數相等。正是這樣的直覺讓我們產生了多與少

的概念，且對於「生活上」的數數，我們發現了全體多於部分。但對於想像世界裡稍微複雜

的集合，它們未必也未必要和既存的世界穩合，我們又為什麼要刻意保留那些「先入為主」

的認識呢？ 

        ─────以「並列」判定多寡的約定是我們最初的認識也該是始終如一的判準 

 

 

(c) 矛盾：如果我們特別地講究直觀，把直觀當作第一考量，這何嘗是件壞事呢？也許我們可以

進行如下的思想實驗：觀察這排箱子，每個箱子裡恰有一顆球， 

 

                    ……………… 

   此時，將球取出。 

                          ……………… 
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   不難看出，上下個數相同。但當我們看見球上的標籤時，我們看見了： 

 

                             ……………… 

 

   我們事實上可以模擬出許許多多類似的實驗（事實上，它們都暗用了對應的想法）。我們可

以選擇堅信「全體大於部分」，但這個實驗告訴我們，我們勢必得因此相信「部分可以既大

於全體又等同全體」，其他的實驗甚至可以告訴我們「部分還小於全體」   

               ─────舊有的直觀往往是侷限的，太過執著會導致弔詭的結果 

 

   相對地，若採用「對應」（當然，它也是最原始的認知）的定義，我們可以得出諸多和有限時相

同的結果，這不僅是我們所寄望的結果，更是美麗的結果。 

 

 

 

 

二、令 N 代表自然數的全體,    令 NxN = {(1,1),(1,2).....(2,1),(2,2).....(3,1),(3,2)....} ,  也就是自然數數對 

(m,n)  的全體;  請想一個辦法說明它和自然數一樣多。那麼, NxNxN,  也就是自然數三元組

(m,n,k)的全體,  也和自然數一樣多嗎?請儘量寫出自已的想法,  當然也可以包括心中的疑惑, 

以及嚐試解決這疑惑的過程。 

 

﹝答﹞ 

  從「貪食蛇」與「迷宮」等遊戲，我們不難找到處理這個問題的靈感。 

 

 

如果依照附圖的路線，我們可以發現：所有的數對總

是在「某個時候」，或「某一步」被走到。而且這樣

的走法是「不重複」且「不遺渥」的，依照我們的直

觀與判準，Ｎ×Ｎ和Ｎ是一樣多的。 

我們稱第 k 步被走到的數對為「第 k 對」。為了說明

Ｎ×Ｎ×Ｎ也和Ｎ一樣多，我們需要如下的轉換───

把下述的兩端視為相同： 

 

 

 

                (1,1,1)    (第 1 對, 1) 

                       (2,1,1)    (第 2 對, 1) 

                (2,2,1)    (第 3 對, 1) 

                           … 
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以及 

                (1,1,k)    (第 1 對, k) 

                       (2,1,k)    (第 2 對, k) 

                (2,2,k)    (第 3 對, k) 

                           … 

因此，將上方表格中的  (k, m)  更改成  (第 k 對, m)，我們可以用同樣的方式證明出自然數可對

齊(第 k 對, m)，而它又代表  (k1, k2, m)，其中 k1, k2 要依循上述藍色走法得知。 

  除此之外，我們可以用另一種方式解它。我們視上述藍色的路線為走完 1/4 平面的所有格

子的路徑，那麼若要證明Ｎ和Ｎ×Ｎ×Ｎ有同樣多的元素，我們就得「不重複地完整走完」第一

卦限的格子，方法如下： 

 

 


