
懸鏈線 

 

(1) 將一條鏈子的兩端分別掛在座標平面的點  (0,u), (α,v)處，藉由重力的自然作用，我們得到

鏈子「懸著」的模樣，此為懸鏈線。設其質量為 M，長度為 L，方程為 y = f(x)，我們將要

研究它。 

 
(2) 如上圖，任予 x0(0,α)，我們可分析在點  (x0, f(x0))的受力情形。我們視粉紅色的區段為

整體，不難看出它受到兩股張力 T0 及
0xT ，和重力 gM x0

的作用。藉由水平與垂直分力的

平衡，我們有： 
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(3) 將(2)式整理，得到 
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   將(1)代換進(3)，有 
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(4) 假定這條鏈子的質量是均勻分佈的，因此粉紅色部分的質量
0xM 與鏈子整體質量的比為
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(5)   由於 x0 是任予的，因此事實上，對任何 x(0,α)，皆有 
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  兩邊微分，得 
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  因此 
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其中μ表線密度，T0,x 表左端張力的水平分量值。 

 

(6) 可將 D 平移成‐1（垂直移動），並改變座標（水平移動），使 C=0。令
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(7)   考慮   DC
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x
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(i) 兩端高度差 v – u (考慮方向)為 

           CaC
a

auv cosh)cosh( 


。 

(ii)   )sinh( C
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xf  ，因此從 0 至 x 的區段長為 
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Q :  能否以給定的 M, L,μ,  以及α,u, v 求出此曲線方程式？
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(8) 由上述的兩項結果，我們發現 
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   因此 
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   即 
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(9)   前式右式皆為已知量，因而只需在左式中求出 a 即可。但由於它非一般方程式，我們無

法具體求解，但可確定解的存在性與唯一性。 

(i) 不難確認（為什麼），右式根號內部必≧0，且右式本身必須≧1，但我們希望它  > 1，

否則是個很無聊的狀況。 

(ii) 考慮  
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    令分子  = h(x)，由 

          0sinhcoshsinhcosh  xxxxxxxh   對 x(0,∞) 

        h( 0 ) = 0 

    可知 

          0xh     對 x(0,∞) 

    因此 g(x)為嚴格遞增函數。又由洛必達法則 
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     因此，前式必定有唯一解。 

(10) 把最棘手的 a 值找出來，接著 C 與 D 的求取則不困難（如何求？）。  問題: cosh(x)有無積

和差互化公式？ 


