
函數極限的ε,δ 定義 

  令 

  xxf  。 

  這是一個大家都十分熟悉的函數，且我們不難察覺到當 0x 時，它的極限

是 0。然而，在「正式地」考慮它的極限時，我們使用了一項嚴謹的定義： 

   

  初次看到這類「繁雜」的敘述時，我們難免對它感到困惑。為什麼如此明顯

的「現象」，我們卻要這樣抽象地把它弄成這麼不友善的文字？ 

  我們可以從根本的問題著手：當我們說當 0x ，會有   0xf 時，我們只

是感受到那樣的趨勢罷了，但我們並沒有把那樣的感受傳達出去。也許反方會

說：那樣的趨勢「一看就明白了」，但是在靠近時，並沒有任何一個函數值是明

確的 0，我們又從何點出這樣的趨近關係？ 

然而，嚴謹的定義正是把我們的直觀與觀察，或是想表達的描述寫成文字罷

了。也許我們這才恍然大悟：深藏彼此心中的直觀原來這麼複雜！  

 

  換個角度思索：事實上，並不是每個函數對任一點的趨近情形都很容易觀察

（甚至函數的樣貌就即充滿神祕）。例如： 
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  更有甚者，倘若我們沒依循嚴謹定義，而僅僅以直觀的認識操作極限，將導

致接二連三的「災難」，以下有三： 

(i) 1limlimlimlim0
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 ------ 直觀讓我們有這樣的操作。 

  Lxf
cx




lim 表示：對意的ε> 0，皆有對應的正數 使得 

       若  cx0 ，則必有    Lxf 。 



(ii) 連續函數的和必為連續，因此


1

sin

k k

kx
= ...
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xxx
連續，

但它的圖形如下： 

 
(iii) 我們總是覺得連續函數必可微，縱使不，那也必定「片段可微」。但事實

上存在有處處連續處處不可微的函數，由德國數學家 Weierstrass 發現。 

 

  我們難免從這些事件質疑起既往的直觀，並且從中提問：是不是真的需要一

些媒介，來表達我們對極限的看法？我們不仿從一些具體的例子尋找靈感，或許

誤差是個好的切入點。 

         

誤差= 0.3                誤差= 0.1              誤差= 0.04 

  如上圖，令   xxf
10

11
 ，L = 0。 

 

[解] 由   1
10

11
0  xxf ，我們察覺到 x與 0的距離 x 必須 <

11

10
。 

  

[解]   承上，解不等式   04.0
10

11
0  xxf 得

55

2
x 。

 

[解] 承上，欲使
1000

1

10

11
x ，可取

300000

1
 。 

註：在這裡我們要求的並不是所有能滿足要求的 ，而是只需找出「一個」 滿

足不等式即可。事實上，大部分估計誤差時，很難找出那個最大的 。 

例1. 我們若希望誤差  |f(x) –L｜< 1，即誤差值< 1。那麼 x 要多靠近 0？ 

例2. 若希望   04.0 Lxf ，則 x 與 0 的距離必須多小？   

例 3.  假設當  0x 時，皆有  
1000

1
 Lxf ，求 。 



 

[解] 同上，可解出 
11

10
0 x ，因此可取 

11

10
 。也就是指當 x與 0的誤差

夠小(小於 ，即 
11

10
)時，函數值與極限的誤差   0xf 將會像要求的那

樣小(  ) 

註：同樣地，若要取 
1000

1
 也行。 

縱合以上的推導，對於誤差 的給定以及對應的 ，我們可以做出視覺化的

表格，如下（這只是一組選法，我們可以有其他選擇）： 

誤差   Lxf   
1 0.3 0.1 0.04 10-10 1.610-19 ε 

 的取值 
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我們用來定義「極限」的想法正是對誤差的掌握。它的原始構想是： 

 

把它講更清楚，就是： 

 

用數學的型式表示即為正式定義： 

 

註解：敍述中  cx0 刻意排除 0的用意在於：討論極限時不考慮 x=c 的函

數值，只考慮 c「旁邊」的值。 

 

讓我們來正式地用嚴格的定義證明一些事情。 

 
例 5.    532lim

1



x

x
 

  Lxfcx lim 代表：對任意的 0 ，皆存在 0 ，滿足 

每當  cx0 時，皆有    || Lxf  

 給定誤差的限制，此函數的值皆能在當 x 與 c 夠靠近時（距離

比某個 小）與極限值(L)保持在要求的誤差範圍 之內。 

例4. 設 為大於 0 的正數，問當 x 和 0 的誤差在小於何數( )時會滿足

   || Lxf ？ 

當 cx  ，   Lxf  表示：當 x 不段地（從兩邊）靠近 c 時，

 xf 將無止境地逼近Ｌ。且要多接近 L 就能多接近 L。 



[想法] 對於給定的誤差要求 ，先估計 |(2x – 3 ) – 5 | 的值，我們期望找出

 =___，滿足 

        若 0 < |x – 1 |< ___，則 |(2x – 3 ) – 5 |< 誤差 。 

事實上我們正是在解不等式 

|(2x – 3 ) – 5 |<  ， 

並且以 |x – 1 |<___ 的型式表示部分解。因此從  |5)32(||1|2 xx ，我

們解得 2/|1| x 。故可以取
2

  。(其實取
3


,
50


, 

80000


等都行) 

[證明] 對任給的ε>0，取
3

  , 則每當 0 < | x – 1 |<δ時， 

         |(2x + 3) – 5 | = 2 |x – 1 | < 2δ=
3

2

 = 

3

2
<ε。 

 

[想法]  對任意的ε>0，要找δ= ___ > 0，滿足若  0 < |x – c |< ___，|1 – 1 |<ε。 

   此即解不等式  |1 – 1 |<ε，並且以 |x – c |< ___  表示。 

   但  0 <ε恆成立，因此空格填任何正數皆可。 

［證明］估計誤差 11 =0。對任意的 0 ，取 1 ，則每當 0 < | x – c |<δ時， 

              11 =0 <  。 

 

 

[想法] 對ε> 0，要找δ= ___，使得只要 0 < |x – 50|< ___，||x| – |50||<ε。類

似地，我們即將求解，但在這之前得先使用一點技巧。 

  Key:  利用不等式 baba  　　 ，我們要估計誤差： 

           
 

5050  xx 　　
 

    如果我們能讓此不等式右端  |x – 50| <ε，則我們就滿足誤差要求。   

而 50x 恰好已經是解的型式，故可以取   。 

[證明]  先估計誤差 5050  xx 　　 。對 0 ，取   ，則當  |500 x 時 

                                      5050 xx 　　  

. 

例 7. |50|||lim
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例 6.
 

11lim 
cx

. 



 

 

[想法]  對ε>0，需找需找δ= ___ > 0  ，使得當 0 < |x – 2 |< ___  時， 

0 < |(x2+1) – 5 |= |x+2| |x – 2 |<ε. 

   Key 1:  在前述幾題中，我們尋找δ時，都是從所有正數中尋找。因為  |x+2| 

是個不易控制的因素，我們嘗試在 1 以下的數值中尋找合適的δ，

也就是限制|x‐2| < 1。 

   此時有  1 < x < 3，因此  |x+2| < 5  。這代表著在這個限制之下我們估計出 

  |(x2+1) – 5 |= |x+2| |x – 2 | < 5 |x‐2|. 

            Key 2:  對此，若我們能進一步地滿足  5|x‐2| <ε，則我們將滿足誤差的要

求（定義）。 

   但注意到，δ的取法並不僅僅是ε/5 而已，因為我們在最初已經要求δ必

須從  < 1 的正數尋找，因此δ應取ε/5 和 1 之中比較小的那一者（通常前

者會比較小）。 

[證明] 對ε> 0，先限制|x‐2|<1，此時有 1 < x < 3，即  |x+2| < 5。在此限制之下

估計誤差得 

                                    |(x2+1) – 5 |= |x+2| |x – 2 | < 5 |x‐2|. 

     此時，取δ= min {1,ε/5}  ，則當 0 < |x – 2 |<δ時，必有 

  |(x2+1) – 5 |< 5 |x‐2| <ε. 

 

[觀察] 要估計的誤差為       NMxgxf  ，可估計的誤差是   Mxf  和

  Nxg  。我們不難觀察並做出這項轉換： 

            NxgMxfNMxgxf    

    並且 

                    NxgMxfNxgMxf   

    這就是關鍵 !! 

[證明] (a)先估計

            NxgMxfNMxgxf      NxgMxf  ，我們

希望它 < 給定的正數ε。  

    (b)倘若我們能將此誤差範圍分配給   Mxf  和   Nxg  來達成，即我

們希望滿足  
2


 Mxf ，且  

2


 Nxg ，則此事了矣。 

例8. 
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例 9.    若 aan
n




lim ，且 bbn
n




lim ，則   baba nn
n




lim . 



    (c)因為   Mxf
cx




lim ，若我們以
2


為要求的誤差範圍，則必有某個δ1

使得每當 0<|x-c|<δ1時，  
2


 Mxf 。 

    (d)因為   Nxg
cx




lim ，若我們以
2


為要求的誤差範圍，則必有某個個δ2

使得每當 0<|x-c|<δ2時，  
2


 Nxg 。 

    (e) 取δ= Min(δ1,δ2)，兩者中較小的一者，則當 0<|x-c|<δ時， 
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［註］：未必要以
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
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對分。事實上也可以
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.......  

 

  這套方法僅僅是由估計的技術嚴格地闡述極限的內涵而已。在操作上，我們

不難察覺到最關鍵的步驟正是尋找一個合適的δ，並且驗證這個δ能滿足我們的

估計要求。特定類型的函數有比較常用且好用的找法：諸如常數型，一次型，絕

對值，二次型，根式型，三次型。然而，極限的定義只是一個「想法」，我們不

得不承認這是個很難使用的想法。因而，往後我們將推導出好用的定理（如四則

運算）以協助我們求取極限。事實上，到那時候我們又因為一系列的定理而把極

限「回復」到直觀的操作。 

 

 

後記：這六頁的短文試圖表現出極限這個概念的全貌，從思想，辯析，定義，到

操作。即便它看起來是複雜而難懂的，但它的本質卻既簡明又乾淨。在概

念的描述上，我盡可能以完整但人性化的簡易方式處理，以達到釐清概念

的效果。因此我混合了論文寫作的格式，教科書的寫法，中小學科展的論

文表現方式，補習班式的講義編排等技巧，可說集各派別之大成，也可說

是毫無章法的雜亂之作。但我仍期望有人能夠因為它又獲得些什麼───

這將會是件有意義的事。 


