
數列極限的ε, N 定義 

  令 

1
na

n
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  這是一條大家都十分熟悉的數列，且我們不難察覺到它的極限是 0。然而，

在「正式地」考慮它的極限時，我們使用了一項嚴謹的定義： 

   

  初次看到這類「繁雜」的敘述時，我們難免對它感到困惑。為什麼如此明顯

的「現象」，我們卻要這樣抽象地把它弄成這麼不友善的文字？ 

  也許我們該弄清楚這個定義的背後思維，也就是為什麼需要這樣的定義，如

何想出這個定義，以及這個定義該如何使用。（註：從數列級數開始被廣泛探討

至這個定義的出現，共歷時 250 年，它是一段漫長思想的精髓。） 

 

  首先，我們如何得知
1

lim 0
n n

 ？也許直觀的回應正是「看圖形的趨勢」，「憑

著數字的變化傾向」。但是僅僅憑著趨勢、傾向真的能說數列「趨近」0 嗎？真

的可以「篤定地」宣稱極限值就是 0？但數列裡並沒有任何一項是 0，我們究竟

如何讓這些項和 0 產生關聯？ 

 

  「趨近」是什麼？ 

  我們似乎有一種想說但說不出個所以然的想法在心中打轉，我們似乎從數列

中「感受到」某種趨勢，我們也許察覺到似乎有某個原則在背後運作著，而我們

想找到它，我們需要一個客觀的標準來說明數列的收斂性及其極限，而這套標準

必須排除直觀。 

 

  即使不以哲學的角度探討它，在數學上它仍有重要之處。並不是每個數列的

趨近情形都能輕易被察覺。例如（下述數列有 6 個收斂 2 個發散）： 

lim n
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a a
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 表示 對意的ε> 0，皆有對應的自然數 N， 

       使得每當足碼 n≧N 時，皆有 na a   。 
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  更有甚者，倘若我們沒依循嚴謹定義，而僅僅以直觀的認識操作極限，將導

致接二連三的「災難」，例如： 

       0 lim lim lim lim 1
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  第一個等號乃因極限的基本計算而成立；第二個等號成立於：由於兩者皆表

示 n, m 皆向無窮大逼近，因此表達相同的意涵；第三個等號同樣為極限的計算。 

  我們因此推論出 0 = 1，但很明顯 0≠1───災難！但問題出在哪裡？很不

幸地，是第二個等號。我們誤把無限大當作「非常巨大的數」，因此誤把「lim」

當「 」對調順序。（對極限深入探討之後，我們將自然而然注意到這類型的

危險動作，事實上它是有條件成立的。） 

 

  我們也許真的需要一個嚴謹的方式，以表述我們的直觀，以處理複雜的問

題，以避免一些謬誤。我們不仿觀察看看是什麼因子讓我們覺得這個數列「收

斂」。  

  誤差是個直接的切入點，我們希望收斂的數列與它的極限值能被逐步縮小的

誤差所「掌控」。或許熟悉的數列能給我們一點靈感： 

  誤差 = 0.3 

  誤差 = 0.1 

  誤差 = 0.04 



  如上圖，令
1

na
n

 ，a = 0。 

 

[解] 由 1
1


n
aan ，我們解得 1n ，即 2n ，也就是第 2 項起數列的值將

落在要求的誤差範圍內。 

  

[解]   承上，欲使
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[解] 承上，欲使
1000

11


n
，可取 N = 3000。 

註：在這裡我們要求的並不是 n 的所有範圍，而是要求出「一個」N 使得只要比

N 大的數 n，皆滿足不等式。事實上，大部分時候在估計誤差時，很難找出

那個最小的 N。 

 

[解] 同上，可解出

1

n 。為了找出一個確切的起始項滿足誤差的要求，我們必

須「湊」出一個大於

1

的整數。事實上，先「去小數」再加 1 是個好用的

手法，即我們可以取 N = 1
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。因此，從第 N 項開始，即滿足要求的

不等式。 

註：同樣地，若要取 N = 100
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也行。 

縱合以上的推導，對於誤差的給定以及對應的 N，我們可以做出視覺化的表

格，如下（這只是一組選法，我們可以有其他選擇）： 

誤差 aan   
1 0.3 0.1 0.04 10-10 1.610-19 ε 

N 的取值 2 50 80 81 10100 61023 
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例1. 我們若希望誤差  |an – a｜< 1，即誤差值< 1。那麼我們需要加多少項？ 

例2. 若希望 04.0 aan ，則需加到哪一項？   

例 3.  假設加到第 N 項之後皆有
1000

1
 aan ，求 N。 

例4. 設 為大於 0 的正數，問從哪一項  (an)開始會滿足  || aan ？ 



我們用來定義「極限」的想法正是對誤差的掌握。它的原始構想是： 

 

把它講更清楚，就是： 

 

用數學的型式表示即為正式定義： 

 

讓我們來正式地用嚴格的定義證明一些事情。 

 

[證明] 先估計
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（註：由高斯函數的性質     1 xxx ，取倒數即得。） 

 

[證明] 先估計 
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  因此，取 N 為比 1
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例 5.  0
1

lim 
 nn

 

  aann lim 代表對任意的 0 ，皆存在 ＮN ，使得 

每當 Nn  時，皆有  || aan  

  給定誤差的限制 ，此數列皆能在夠多項之後（第某個 N

項）與極限值(a)保持在要求的誤差範圍 之內。 

例 6. 2
1

2
lim 

 n

n
n

. 

aan  表示當 n 不斷增大時，an 將無止境地

逼近 a，且要多接近 a 就能多接近 a。 



  

 

[證明] 先估計
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對ε>0，若能使 
n

1
，則誤差也會<ε。用同樣的技術，取 

100
1

2







N ，則當 Nn  時，必有 

  













22

1

1

100
1

111
01

Nn
nn . 

 

[觀察] 要估計的誤差為    baba nn  ，可估計的誤差是 aan  和 bbn  。我

們不難觀察並做出這項轉換： 

   baba nn   =    bbaa nn   

    並且 

              bbaabbaa nnnn   

    這就是關鍵 !! 

[證明] (a)先估計         bbaabbaababa nnnnnn  ，我們希望

它 <給定的正數ε。  

    (b)倘若我們能將此誤差範圍分配給 aan  和 bbn  來達成，即我們希望

滿足
2


 aan ，且

2


bbn ，則此事了矣。 

    (c)因為 aan
n


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lim ，若我們以
2


為要求的誤差範圍，則必有某個足碼註 N1

使得每當 1Nn  時，
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    (d)因為 bbn
n


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lim ，若我們以
2


為要求的誤差範圍，則必有某個足碼註

例 8.若 aan
n


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n


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例 7.   01lim 
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nn
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. 



N2 使得每當 2Nn  時，
2


bbn 。 

    (e) 取 N = Max(N1, N2)，兩者中較大的一者，則當 Nn  時， 
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〔註〕：未必要以
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
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
對分。事實上也可以
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〔註〕：足碼為 ,.... , , 321 aaa 的 1,2,3,…。 

 

  綜觀上述的證明，我們其實只是在做一件事：找 N。在證明的過程中，我們

用盡可行的方法尋找那樣的 N，以滿足我們對估計的要求（即誤差 <ε）。在上

述四個關於極限操作的例子裡面，它們的 N 並不難找，事實上，前三例（例 5~

例 7）的 N 可直接估得，第四例(例 8)則利用已知的極限估得所證的極限。 

  如果行有餘力，我在此列出數個 N 比較難找的例子（在任何教科書裡閱讀

它們的證明時，不仿留意作者在找 N 時的手法）： 

(A) 單調收斂定理：遞增（降）有界的數列必收斂。 

(B) Bolzano-Weierstrass 定理：任何有界數列必有收斂子列。 

(C) 若 aan
n




lim , bbn
n




lim ，則 abba nn
n




lim 。 

    

後記：這篇文章只意圖把關於極限的嚴格論證及其背後思想詮釋清楚，它摻雜了

一些數學哲學的觀點，以及一個概念的來龍去脈，和處理數學問題的思路

剖析，所使用的表達方式混合（參照）了論文寫作的格式，教科書的寫法，

中小學科展的論文表現方式，補習班式的講義編排等，可以說是個什麼都

是也什麼都不是的大雜燴。我以個人短淺的能力完成了它，只期望初入這

行的新人能更順利地融入嚴謹的思維（這是門硬功夫）。如果有人能因此

有些微的成效，本人將感到欣慰。 

 

                                  [[[這是文鼎鋼筆行楷]]] 


