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滿足F1 = F2 = 1且對任意n ∈ N

Fn+2 = Fn + Fn+1 (1)

的數列稱為費氏數列。經過簡易計算可得出它的前幾項為{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, · · · }。類比於
已熟知的等比、等差、階差數列，有趣的事情是它的一般項。然而，它並不像前述的各種
數列那樣簡潔。如果將它列出來，則是形如

Fn =
1√
5

[(
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n]

的公式。
以下為四種可行的推導方式。

1 線線線性性性法法法

廣義費氏數列只需要滿足(1)式即可，並且以F表示所有費氏數列所形成集合。不難發
現，F中的數列滿足以下的線性性質：如果(Fi)i, (Gi)i為費氏數列且α ∈ R，則

(i) 此數列 (Fi +Gi)i也是費氏數列。

(ii) (αFi)i 是費氏數列。

證證證明明明. 因為

Fn+2 +Gn+2 = (Fn + Fn+1) + (Gn +Gn+1)

= (Fn +Gn) + (Fn+1 +Gn+1)

以及

αFn+1 = α(Fn + Fn+1)

= αFn + αFn+1,

可知此二者皆是費氏數列。 �
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利用這個性質，我們於是可以用少許的「根基」數列，產生一系列新的費氏數列。也就
是說，如果(ai)i, (bi)i ∈ F，且α, β ∈ R，則

Hn := αan + βbn (2)

也是個費氏數列。因此如果我們能夠適當地選擇根基數列(ai)i、(bi)i，以及係數α, β，使
得(Hi)i = (Fi)i := {1, 1, 2, 3, 5, 8, · · · }，即求得一般項。
現在，我們從熟悉的數列著手。如果(bi)i為等差數列，則不難驗證滿足費氏條件的等

差數列只有顯然解，因此我們把目標轉往等比級數。考慮bn = arn−1，它是費氏數列意味
著arn+1 = arn−1 + arn，其中n任意。為了不讓解太無聊，不妨讓a 6= 0, r 6= 1。則

r2 = r + 1. (3)

求出r之後，我們得出兩組「基本型」的費氏數列(ai)i, (bi)i =

((
−1±

√
5

2

)i−1)∞
i=1

。將它代

回(2)式，我們期望能求出兩係數使得F1 = F2 = 1。
解聯立方程

1 = α + β.

1 =
1

2
(α + β) +

√
5

2
(α− β) = 1

2
+

√
5

2
(α− β).

並且代回原式可得出上述的一般項。

2 階階階差差差法法法

另一種方式是利用階差數列。我們知道如果an+1 − an+1 = (an+1 − an) · k，在此以k = 1為
例，它的一般項求法如下：

an − an−1 = an−1 − an−2
an−1 − an−2 = an−2 − an−3

...

a4 − a3 = a3 − a2
+) a3 − a2 = a2 − a1

——————————————

an − an−1 = a2 − a1

因此，利用此遞迴式可得到：

an−1 − an−2 = a2 − a1
an−2 − an−3 = a2 − a1

...

+) a3 − a2 = a2 − a1
——————————————

an = (n− 1)a2 − (n− 2)a1。
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如果們能把費氏數列的遞歸式改寫成階差的形式(如下(1) 式，α待定)，即可按照同樣方法
求得一般項。若α ∈ R，則

an − αan−1 = (1− α)(an−1 − αan−2) (1)式

an−1 − αan−2 = (1− α)(an−2 − αan−3) (2)式

...

a4 − αa3 = (1− α)(a3 − αa2) (n-3)式

a3 − αa2 = (1− α)(a2 − αa1) (n-2)式

—————————
此時，考慮(1)式+(1− α) · (2)式+(1− α)2 · (3)式+ · · ·+ (1− α)n−3 · (n− 2)式得

an − αan−1 = (1− α)n−2(a2 − αa1) (1)式

因此，

an−1 − αan−2 = (1− α)n−3(a2 − αa1) (2)式

an−2 − αan−3 = (1− α)n−4(a2 − αa1) (3)式

...

a3 − αa2 = (1− α)(a2 − αa1) (n-2)式

—————————
由(1)式+α·(2)式 +α2·(3)式+ · · ·+ αn−3 · (n− 2)式得

an − αn−2a2 = (a2 − αa1)(1− α)n−2 ·

(
1−

(
α

1−α

)n−2)
1− α

1−α

代入a1 = a2 = 1之後，求得

an =
(1− α)n

1− 2α
− αn

1− 2α
.

又α的值，觀察最上方(1)式的an−2項係數，它須為1，得α = 1±
√
5

2
，即可得到完整的一般

式。

3 矩矩矩陣陣陣法法法

如果我們能將費氏數列的遞迴式寫成另一種型式的等等等比比比序序序列列列，或許也有機會得到它的一
般項。由於費氏數列是從兩個前項產生一個後項，也因此是前一組相鄰項產生後一組相鄰

項，因此我們一次考慮兩個項，即an+1, an。考慮矩陣

(
an+1

an

)
，我們發現

(
an+1

an

)
=

(
1 1
1 0

)(
an
an−1

)
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因此

(
an+1

an

)
=

(
1 1
1 0

)n−1(
a2
a1

)
。也就是說，現在的目標就是設法求出

(
1 1
1 0

)n−1
。我們

使用固有值理論，令λ為其固有值，它必須滿足以下行列式

det

(
1− λ 1
1 −λ

)
= 0.

此時λ = 1±
√
5

2
。再藉由(A − λI)x = 0，可以找出其中兩個固有項量為x1,2 =

(
1±
√
5

2

1

)
。

將A =

(
1 1
1 0

)
化為對角形式之後成為

(
1 1
1 0

)
=

(
1+
√
5

2
1−
√
5

2

1 1

)
·

(
1+
√
5

2
1−
√
5

2

)
· 1√

5

(
1 −1−

√
5

2

−1 1+
√
5

2

)
因此(

1 1
1 0

)n−1
=

(
1+
√
5

2
1−
√
5

2

1 1

)
·

(1+
√
5

2

)n−1 (
1−
√
5

2

)n−1
 · 1√

5

(
1 −1−

√
5

2

−1 1+
√
5

2

)

=
1√
5

(
∗ ∗(

1+
√
5

2

)n−1
−
(

1−
√
5

2

)n−1
−1−

√
5

2
·
(

1+
√
5

2

)n−1
+ 1+

√
5

2
·
(

1−
√
5

2

)n−1) .
將此結果代回即可得出一般項。

4 生生生成成成函函函數數數

如果一個數列{an}n滿足 1

limn→∞
n
√
|an|

> 0，則在某個形如[−R,R]的閉區間內，

f : [−R,R]→ R, x 7→
∞∑
k=1

akx
k

為一個C∞函數，且此冪級數為這個函數的唯一冪級數表示法。嚴格地說，我們必須先假
定費氏數列的項Fn < 5n。利用第二歸納法它並不難證明，若Fr < 5r，且Fr+1 < 5r+1，
則Fr+2 = Fr + Fr+1 < 5r + 5r < 5r+1。
現在於[−R,R]上給定函數

f(x) =
∞∑
k=1

Fkx
k.

將它的項寫出來，並且稍微處理一下可以寫成

f(x) = F1x+ F2x
2 + F3x

3 + F4x
4 + · · ·

xf(x) = F1x
2 + F2x

3 + F3x
4 + · · ·

x2f(x) = +F1x
3 + F2x

4 + · · · .
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則經過整理並代入F1 = F2 = 1，

(1− x− x2)f(x) = x.

f(x) =
x

1− x− x2
.

又

1

1− x− x2
=

1

(1− 1+
√
5

2
x)(1− 1−

√
5

2
x)

=
1√
5

(
1+
√
5

2

1− 1+
√
5

2
x
−

1−
√
5

2

1− 1−
√
5

2
x

)

=
1√
5

{ [(
1+
√
5

2

)
+
(

1+
√
5

2

)2
x+

(
1+
√
5

2

)3
x2 + · · ·

]
−
[(

1−
√
5

2

)
+
(

1−
√
5

2

)2
x+

(
1−
√
5

2

)3
x2 + · · ·

]}
=

1√
5

{ [(
1+
√
5

2

)
+
(

1−
√
5

2

)]
+

[(
1+
√
5

2

)2
+
(

1−
√
5

2

)2]
x

+

[(
1+
√
5

2

)3
+
(

1−
√
5

2

)3]
x2 +

[(
1+
√
5

2

)4
+
(

1−
√
5

2

)4]
x3 + · · ·

}
.

將它代回前式，再利用冪級數的唯一表示法，即可將Fn與求出的項相對應。
多變的方式，無非是要替這個遞迴的數列找點輪廓。讓人為之一震的是，它居然透過無

理數的運算而回到整數。即使它違反直覺，卻也展現出數學的美感。有些時候，數學不僅
僅存在於用的範籌，更應該留意它美的成分。
縱橫這幾個方法，我們發現一件事情：針對同樣的遞迴式，不論前兩項如何修改，最終

數列的一般解皆形如

an = α
(

1+
√
5

2

)n
+ β

(
1−
√
5

2

)n
.

這個現象也呼應了第一節所用的「根基」數列這個詞語。不可否認，這樣的根基數列不唯
一，也就是說如果我們適當地替換，選用其他數列作「根基」並搭配適當的係數也是可以
表達任何給定的費氏數列，如下：

fn = p · cn + q · dn.

此外，另一個值得注意的是不論透過何種方式，總歸地說，在求取費氏數列的一般項，
皆有兩個步驟：

一、 求特徵多項式x2 = x+ 1的根 。

二、 找出待定係數的值，並且代入通解。

這樣的通解對於不同的遞迴式 an+2 = yan+1 + zan，只要其特徵多項式t
2 = yt + z有兩相異

根，亦成立。 而這樣的流程，事實上正是透過根基數列生成欲探討的數列。此外，三階甚
至是n階的遞迴數列（例如: xn+3 = xn+1 + xn）也存在類似的做法，並且其生成的數列的數
量至少是3個(n個）。由於它的論證需要進一步的理論支持，在此不再詳述。
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