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千年風波───三次方程 

前情(?)提要： 

  自古以來，人類總是對各種「方程」的解法感到神祕。其中，最具代表性、歷史最悠久

的方程之一莫過於： 
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〈歷史上的記載〉   

  早在 4000年前的巴比倫時代，由於測量、工程、建築等方面的需求，當時的人們已對二

次方程有相當的發展成果。有一種典型的問題是：給定長方形的周長 a，面積 b，求長寬。對

於這類型的問題，巴比倫人能夠善用 (a±b) 2 = a2 ± 2ab + b2 給出解答。此外，巴比倫人也具

備了配方法的概念和技巧，對於任意給定的二之方程 nmxx +=2 ，解得兩根為 

              x = n
mm +







±
2

22
 

  在已出土的巴比倫時代的泥板中，約有 300片和數學有關，其中又分為列表類、和問題

類。列表類抱括 乘法表、乘方開方表、倒數表、複利表、畢氏三元數表、n2+n3 表表表表 等；而問

題類則是多樣的代數、幾何類的問題。從這些文獻可看出，巴比倫人已具有相當高超的計算

能力以及縝密的思考模式。 

 

 

Part 1    開端                        
 
  自然而然，巴比倫人轉而探討三次方程的解法。雖然知識的侷限未讓他們找到一般方法，

不過他們仍找到了簡便的數值解法： 

 

［解］原式 � 2160128 23 =+ xx  ( ×4)  � 21603 23 =+ yy  ( y = 2x )  

� 21602727 23 =+ zz  ( y = 3z)  � 8023 =+ zz  � 4=z  , 12=y  , 6=x  

 

顯然地，這樣的數值解法，有著十分嚴重的 Bugs，例如： 

 
對於這樣的小改變，巴比倫人只能回答解的約略值。 

問題Ⅱ：試解       55032 23 =+ xx  

問題Ｉ：（巴比倫人的 n2 + n3 表） 

   試解：      54032 23 =+ xx  
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Ｑ1：要如何 Debug？ 

Ｑ2：一元三次方程式有沒有公式解？ 

 

Part 2    真不知天高地厚！ 

 

球體     球缺 

［解］  

 (１) 古阿拉伯人花了好長一段時間，得出了球體，以及球缺的體積： 

   =球V __________ ， ( )hRhV −⋅= 3
3

1 2π球缺  

  (２) 

 

 

 

 

 

 

 

［解］ 如法炮製： 球缺小球 VV =  � … � 050030 23 =+− hh   

� )  /"*..^& @#$%!  ( ) ?? ( orzx −  � 囧了！ 

 

Part 3    歐瑪爾-海亞姆 的說法： 

 

［解］ 原式 � ( ) 500302 −=−xx  � y
x

x =
−

=
30

5

100

2

  (令為 y ) 

問題Ⅴ： 試解方程    050030 23 =+− xx  

問題Ⅳ： （問題改一下） 

  若大球的半徑是 10單位，小球半徑為 5 單位，則天有多高？地有多厚？ 

問題Ⅲ：（阿拉伯的神話故事）  

  真主覺得必須在渾沌的宇宙中建立天和地了！於是經過了漫長的一萬

年，祂造出了一個巨大無比的水晶球，又花了數千年的光景，捏出一個稍

小的泥球。接著，將泥球塞進水晶球，填平於底部，於是天和地就形成了！ 

  若大球的半徑是 10 單位（很巨大的單位），小球半徑為６單位。 

試問： 天有多高？ 地有多厚？ 
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Ｑ1： 所以方程該如何解？  

Ｑ2：  我怎麼知道座標是啥東東？ 

 

Part 4    王孝通 緝古算經 

 

 
［解］先 翻譯，再列式：  

 

 

 

 

� ( ) ( ) ( ) ( )[ ]aacacacacb 22 +−⋅−=+⋅−=   � ( ) ( ) ( )[ ]aacacaab 222 +−⋅−⋅=  

� 









    並化簡

代入數字 033771299225500 23 =−+ aa  � (因式分解) 
20

714=a ， ∴
5

149=b ，
4

151=c   

� 故荅曰：句十四二十分之七、股四十九五分之一、弦五十一四分之一 （汗） 

 
（由於數字實在「胡鬧得太過火」了 orz…，所以只列結果，有興趣者有興趣者有興趣者有興趣者 可自行嘗試= =） 

… 0125974233 5918720 136000 1000 23 =−++ aaa     ，，，，    a = 15 . 3   ∴ b = 68 

� 故荅曰：六十八 （昏） 

問題Ⅷ：（嚇死人的數字！） 

  假令有股弦相乘冪四千七百三十九、五分之三，句少於弦五十四、五分

之二，問股多少？                    ［緝古算經］ 

 

問題Ⅶ：（來解古人的題吧！） 

  假令句股相乘冪七百六七百六七百六七百六、五十分之一，弦多於句三十六、十分之九，問 

三事各多少？（註釋：句，通今日的勾）          ［緝古算經］ 

問題Ⅵ： 試解方程    013 =−+ xx  

 

�             �               � 
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［解］ 
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Ｐart 5    傳說中的---十分逼近法 

 

☆ 兩個定理： 

(α) 牛頓定理：設 f (x) = anxn + an – 1x
n− 1 + … + a1x + a0 為一整係數 n 次多項式，若 px – q

是 f (x)的一次整係數因式，且(p, q) = 1，則 p | an，且 q | a0。 

(β) 勘根定理：設 f (x) = 0 為實係數 n 次方程式，若找到兩實數 a, b，使 f (a) f (b) < 0，則

此方程式在 a 與 b 之間可找到（至少）一實根。  

 

  
［解］令 =)(af 13 −+ aa ，則由十分逼近法可做出下表，並得其中一根約為 6823.01 ≈a  
 

a 0 0.6 0.68 0.682 0.6823 0.68232 0.682327 

f (a) -1 -0.184 -0.006 -0.0008 5107 −×−  5109.1 −×−  61093.1 −×−  

a  1 0.7 0.69 0.683 0.6824 0.68233 0.682328 

f (a) 1 0.043 0.0185 0.0016 0.0002 6103.5 −×  7107.4 −×  
 
 
  因此，由十分逼近法，可得到根的任意逼近值。緊接著，由於 1a 是原方程式的一根，所

以 13 −+ aa 也「約略」有 1aa − 此一因式，也就是指餘式很小。因此，乘勝追擊！只需再對商

式求解，即可得出根的近似值。 Let’s go on !! 

 

   

 

 

 

 

  因此，我們找到了三個根的近似值，只是，它的真實樣貌，仍然充滿神密。然而，到了

三次方程公式解的發展年代，已經是十六世紀的事了…… 

 

Part 6    根式解的故事 

 

  說到一元三次方程式，不得不提到其中最關鍵的兩個人物，塔塔利亞(Niccolò Tartaglia)

以及卡丹(Gerolamo Cardano)。整個發展歷程正因為這兩個角色而充滿濃厚的戲劇性。 

  那些是發生在義大利的往事。當年，費羅(del Ferro)漂洋渡海，從阿拉伯帶回了一本算書，

裡頭記錄了一些特殊型三次方程的解法，費羅細細研讀，並獨自加以改進，得到些許意外的的的的

成果，臨終時，將這些成果傳授給兩個人：女婿，那發(Della Nave)，以及得意門生，菲俄(Antonio 

Fiore)。 

問題Ⅸ：（秦九韶、賈憲 的方法） 

 

  試解     013 =−+ aa   至小數第四位 
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  那發那個放蕩公子，根本無心向學，才過沒多久便把祕笈束之高閣；而菲俄也自以為是

地認為是他，且只有他，唯一掌握通往三次方程一般解的大門的鑰匙，不但未將這不完全的

解法改進並推廣，反而只等待著時機，讓這分祕笈成為「決鬥」時的「殺手劍」。當代數學界

盛行一種稱為「決鬥」的數學競賽，雙方開出勝負的條件、賭注，於是各出三十題，在「眾

人」的「見證」之下分出勝負，想當然而，勝者必聲名大造，敗者則身敗名裂。不過菲俄的

如意算盤大概是打錯了，因為在不遠的小鎮裡，出現了另一位高手。 

  他正是塔塔利亞，本名曰「尼克拉」，由於小時候的戰爭之故，嘴角留下一道長長的疤痕，

導致日後講話結巴，因此被戲稱塔塔利亞（意指講話結巴）。塔塔利亞幼時極為好學，對身邊

的各種事總是充滿好奇心。又因為家境清寒，無法上學，只得到學校圖書館「半工半讀」。那

兒的「校長爺爺」很快地發現他的才能，並極力栽培他，塔塔利亞也十分積極進取，不久後

成為該校最優秀的數學教師。 

  有一次，塔塔利亞解出同事科拉所提出的兩道關於三次方程的「難題」，由於解的型式「太

具有創造性」，讓整個歐洲數學壇大為震驚。事情傳進菲俄耳裡，被視為何等挑釁，他立刻向

塔塔利亞提出「決鬥」，由於塔塔利亞日以繼夜地加緊研究，總算在決鬥的前一天發現了更廣

泛的解法，相對於菲俄始終只掌握那樣的特殊解，因此最後結果必然是：塔塔利亞大勝，菲

俄頹然而慘敗。 

  那時候，另外有一位數學家，名曰「卡丹」，十分沉迷於那場撼動人心的比賽，也急於得

知他的「祕法」（當然，那是沒那麼容易要到手的），於是展開「索取」公式解的行動。塔塔

利亞不堪卡丹的打擾，終將解法寫成一首費解的詩，交給卡丹，後者也允諾絕不會公佈解法。

但誰又曾料想到，不久後，卡丹卻意外得知，那發也有三次方程的解法，而且和塔塔利亞的

如出一轍。於是卡丹也就毫無保留地將解法公佈在【大法】這本新著作中。（當然，他有做些

許改進，並註明受塔塔利亞的啟發） 

  很快地，另一場「筆戰」一觸即發，塔塔利亞與費拉里（費拉里費拉里費拉里費拉里？？？？）的另一場決鬥隨之

而起。那也是一場象徵性的決鬥，只不過它最終在失控的場面終止，留下充滿著混亂的一切。

此後，三次方程的公式解也確定成了卡丹公式解。 

 

Part 7    根式解的思維 

 

Q：如何下手？ 

� Key Point � 

 

 
［解］ 

 

 

 

 

問題Ⅹ： (1) 解 0233 =−− xx      (2) 解 0463 =+− xx   

                            ----------(甲) 
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Q：我要如何配出 u 及 v ?? 

 

［解］ 03 =− Ax  � ( ) ( )  0
2

3323 =




 ++⋅− AxAxAx  �  x = 2333     ,       ,   ωω AAA  

 

目標： 

  

［解］ 

     




=+−
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                   )(   

         )-(----- 3   
33 qvu

puv 乙
�   
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qvu

p
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以 3u 和 3v 為兩根的二次方程為 0
27

3
2 =−+ p

qtt  

解得兩根為 ∆+−=
2

3 q
u ， ∆−−=

2
3 q

v  （ 其中 
32

32







+






=∆ pq 為判別式 ） ----------(丙) 

� 













∆−−∆−−∆−−=

∆+−∆+−∆+−=

2333
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     ,      
2

     ,     
2

 
2

     ,      
2

     ,     
2

ωω

ωω

qqq
v

qqq
u

 

但 u , v 必須滿足(乙)式，故 u , v 只有三種可能的搭配，故由 x = u + v 得： 

 

 

 

 

     

 
 <key> 平移！ 

［解］ 

 

 

 

由問題ⅩⅡ的方法求出 y，再代回 x = y－a/3。 

問題ⅩⅢ：  （有二次項怎麼辦？） 

    試解：  023 =+++ cbxaxx  

 

問題ⅩⅡ （卡丹公式解） 

   試解：        03 =++ qpxx  

問題ⅩⅠ      試解  Ax =3  
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［答］（參考隔壁的吧…orz） 

 

 

 

 

 

 

Part 8    卡丹公式解 卡彈了！？ 

 

 

［解］代入公式解即可得唯一實根 

       33 36103610 −−−−++++++++====x  

但此方程顯然只有 x = 2 一個實根。Why ?? 

 

［理由］其實 

      

 

 

  

只是樣子不易發現而已！其實，也有些例子連「化簡」都做不到，如： 433 =+ xx 。 

 

 
  ［解 a］移項， 01093 =−− xx ，則 

(1) 用因式分解： x = 2−  或 61±=x  

(2) 若套入公式解： 33 2525 −−+−+=x ，這…難不成是複數 ?? 
 

問題ⅩⅥ （遇到虛數怎麼辦？） 

  試解：［a］ 1093 += xx       ［b］ 463 += xx              

     ［c］ 263 += xx  ［大法］  ［d］ 1815 3 += xx   ［大法］ 

     ［e］問題Ｖ         ［f      ］ 03 =++ qpxx ， 0<∆  

問題ⅩⅤ （明明是整數！） 

  試解： 02063 ====−−−−++++ xx ( ) )102( )2( 2 ++−= xxx      ［大法］ 

問題ⅩⅣ   （用用看唄！） 

  試完成問題Ⅱ、問題Ⅵ，及科拉的兩道「難題」： 

(1) 試求一數試求一數試求一數試求一數，，，，它的立方加上它的平方的三倍等於它的立方加上它的平方的三倍等於它的立方加上它的平方的三倍等於它的立方加上它的平方的三倍等於５５５５    

(2) 試求三數試求三數試求三數試求三數，，，，第二個數比第一數多第二個數比第一數多第二個數比第一數多第二個數比第一數多２２２２，，，，第三個數比第二個數多第三個數比第二個數多第三個數比第二個數多第三個數比第二個數多２２２２，，，，三數乘積是三數乘積是三數乘積是三數乘積是 1000100010001000    
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  面對這種窘（囧？）境，事實上，那個時代的人心裡也十分惶恐，因為他們尚未完全接

受負數以及無理數。然而在這時候，又有一種怪數闖進他們的世界，把他們的概念搗得更亂。 

  人們不斷嘗試著，想突破這樣的頸瓶，想重建它們應有的規矩，想恢覆它們原本的性質。

經歷一段時間，數學家們找到了某些解決之道，以下為其中兩種： 
 
 
Ａ) 棣美弗───迂迴地繞過複數地帶  

 
另外，根據棣美弗定理，也可推出以下性質： 
 

 

回到原題，套用問題中ⅩⅡ的（丙）式： 

( )
( )




−=⋅−=
+=⋅+=

αα
αα

sincos3325

sincos3325
3

3

iiv

iiu
 其中 πα 20 <≤ ，且

33

5
cos =α ，

33

2
sin =α   

            （但事實上 πα <<0 ，所以可得出α=cos
33

51−
［註 1］

） 

� 








+−+⋅=

+++⋅=

)
3

2
sin

3

2
(cos3

)
3

2
sin

3

2
(cos3

παπα

παπα

ll

iv

k
i

k
u

  其中 k ， l =0,1,2  

 

如同公式解中開方後的需求［即滿足(乙)式］，故 )0,0(),( =lk ，(1,1)，(2,2)，於是 

 

=+= vux )
3

2
sin

3

2
(cos3)

3

2
sin

3

2
(cos3

παπαπαπα k
i

kk
i

k +−+⋅++++⋅  

    ＝
3

2
cos32

πα k+⋅                             [ 其中 k = 0 , 1 , 2 ] 

    ≒  3.45  ， 2−  ， 45.1−                         （都是實根！？）.  

 

 

 

 

若 ( )θθ sincos3 irZ +⋅= ，則 






 +++⋅=
3

2
sin

3

2
cos3 πθπθ k

i
k

rZ ， 2,1,0=k  

若 ( )θθ sincos3 irZ −⋅= ，則 






 +−+⋅=
3

2
sin

3

2
cos3 πθπθ k

i
k

rZ ， 2,1,0=k  

<註> 對於任意 biaZ += ， a ,b R∈ ，我們可以在複數平面上

標示出來，如圖。同時也可以得出它們的「長度 r 」（絕對值），

以及主幅角θ （ oo 3600 <≤ θ ）。因此，可得出 

      =+ bia ( )θθ sincos ir +⋅  
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Ｂ) 韋達───山不轉路轉，另闢蹊徑之 cos三倍角公式 
 

  既然先前所導出的公式解在不可約（Δ< 0）的情形之下不適用，那不如拋下一切顧忌，

直接將一切 砍掉重練(?)，於是我們將尋找另一個有利的恆等式，再對它動手腳！ 

 

目標：尋找 a 以及θ使 









=−=−

=−=−

)(103cos
4

)(94
3

3

2

q
a

pa

θ
 ，則 求出 a•cosθ即為其解。 

� 解得 122 =a . 取 32=a ，得
33

5
3cos =θ ［註 2］

───（戊） 

� 3θ = πk2
33

5
cos 1 +− ，

33

5
cos2 1−−πk

［註 1］, Zk ∈  

� 












 +
=

−

3

2cos
cos3cos 33

51 π
θ

k
    k = 0 , 1 , 2

［註３］
  

∴ x= a•cosθ=












 +
⋅

−

3

2cos
cos32 33

51 πk
   k = 0 , 1 , 2  

［註 1］仿照此例：當 Ax =2 ，A > 0 時，我們記成 Ax = ；類似地，我們可說：當 B=φcos ， πφ ≤≤0

時，我們記成 B1cos−=φ 。此為反三角函數，且 ≠− φ1cos
φcos

1
 

［註 2］在（戊）式中所得的數值介於 1− 和 +1 之間，故可反推回原角度。而事實上，只有在不可約

的情況之下才會有 13cos <θ ，同學可自行驗證。（hint：過程中別忘了有個重要的要件，那

就是 p < 0） 

［註 3］不論 3θ為何，所得出的 cosθ始終只有所列出的三種可能。要推得此性質需要一些蠻幹的功

夫。 

 

 

［註 b~f］b 題的α( θ3= )角為 45o（好角度！）；c 題並不能因式分解；d 題α( θ3= )角為鈍角；

e 題數字龐大；f 題為一般型。以上解法皆與 a 題相似，同學可自行解之。 

事實上，對任何 03 =++ qpxx ，其中Δ= 0
32

32

<






+






 pq
的三次方程，其根皆為： 

 
3

2
cos

3
2

πθ kp
xk

+−=   ( 其中 









−−= −

3
1 27

2
cos

p

qθ ， πθ ≤≤0 ， k = 0 , 1 , 2 ) 

的型式，故都是實數！ 

θθθ cos3cos43cos 3 −=  � 03cos
4

1
cos

4

3
cos3 =−− θθθ  

� ( ) ( ) 03cos
4

cos
4

3
cos

32
3 =−− θθθ a

a
a

a  ----------(丁) 
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Part 9    三次方程的結論與應用 

 

＊ 根的分類：      

 

 

＊ 對於任意三次方程的解法： 

(1) 還是先乖乖的因式分解吧！ 

(2) 若找不到有理根，再套用公式解。 

＊ 應用： 

(1) 得以解決三等分角之不可能問題。 

(2) 得以解決倍立方體之不可能問題。 

 

Part 10    踏腳石 

 

  這場持續千年的風波，總算得以平靜。不過，人們早已將目標轉向一元四次方程了！要

如何解四次方程？公式解是什麼？誰發現的？ 

  費拉里，恩，是費拉里！他是卡丹的學生。卡丹在他的【大法】之中，也有以實例的形

式說明如何解一元四次方程。它的標準型解法如下： 

 

 
 ［解］ 

原式 � dcxbxaxx −−−=+ 234   

� dcxxb
a

x
a

axx −−−−−−−−−−−−====++++++++ 2
2

2234

42
)()(  

� dcxxb
a

x
a

x −−−−−−−−−−−−====






 ++++ 2
22

2

42
)(  

  若右式為完全平方式，則可立即化為兩個一元二次方程式，並得其根；若右式並非完全

平方式，則我們在等號兩邊同加一些和 y 相關的項，並整理為如下的形式： 

    








−+







 −⋅+







+−=







 ++ d
y

xc
ya

xyb
ay

x
a

x
42422

2
2

22
2         ---------(己) 

若欲使右式變成完全平方式，則所引進的變數 y 必須滿足： 

  0
44

4
2

222

=







−⋅








+−⋅−







 −⋅
d

y
yb

a
c

ya  

 �  044 2223 ====++++−−−−−−−−−−−−++++−−−− )()( cbddaydacbyy   ---------(庚) 

    將所得的 y 值代回（己）式，同樣地，化為兩個二次方程，「即即即即」可得其解。 

問題 XⅦ （費拉里公式解） 

  試解： 0234 =++++ dcxbxaxx  
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<註> 這個四次方程並沒有實根，所以用因式分解處理它是件非常 痛苦痛苦痛苦痛苦 的事！ 

［解］ 代入（庚）式，降成三次方程得： 

       0645 23 =++− yyy ，得 y = 3。  

代回（己）式： 
22

2

2

1

2

1

2

3

2

3







 +=






 ++ xxx  � ( ) ( ) 0221 22 =++⋅++ xxxx  � 
2

 31 i
x

±−= ， i±−1  

 

《其他解法》 
 
在相近的時代裡，仍有許多數學家提出了不同的想法，不過整體的架構皆大同小異。在此略述之。 

＊ 韋達之三次方程解法： 

  由 03 =++ qpyy ，令
t

p
ty

3
−=  代回原式，則會變成 0

27 3

3
3 =−+

t

p
qt  

� ( ) ( ) 0
27

3
323 =−+ p

tqt  � 解得六組 t值，帶回 x，則會發現其實只有三組解。 

＊ 韋達之四次方程解法： 

  由 0334 =++++ dcxbxaxx ，令 x=y-a/4，則得到 024 =+++ rqypyy  的形式 

    若 q = 0，則可直接解 y2 的二次式，而得 y，以及 x。 

    若 q≠0，則先將低次項往右移，得 rqypyy −−−= 24
，接著，等號兩邊同加某些項： 

( ) ( ) ( )ryqypy −+⋅−⋅−=+ 2222 2 ααα  

  同樣的意圖，同樣地使右式成為完全平方，則可類比費拉里公式解： 

   ( ) ( ) ( ) 024 22 =−⋅−⋅−− rpq αα  � ( ) 04848 223 =−+⋅−⋅−⋅ qprrp ααα  

＊ 由圓錐曲線解四次方程 

  ［註］此解法涉及舊版高三數甲上平移旋轉之退化曲線的內容，有興趣者 

     可向（97 級或更早的）學長姊借課本參考。 

  考慮 0234 =++++ dcxbxaxx  

    若 d = 0 ，則直接提出 x，並化為三次方程。 

    若 d≠0 � x = 0 不是原方程的根，� 0
11

2
2 =++++ b

x
cax

x
dx  

  又令
x

y
1= ，則 





=−⋅
=++++

)2(..........                            01   

)1(..........   0   22

yx

bcyaxdyx  

  現在，尋找 k，使 (1) + k*(2) 成為退化曲線（可因式分解），也就是 
 

0)(22 =−++++⋅⋅+ kbcyaxdyyxkx  可因式分解。 

所以 0

   )( 2            

   2         

         2   

=
− kbca

cdk

ak
，則可依照類似方法可得出原方程的四根。 

問題 XⅦI （來 Try 一下） 

  試解： 02453 234 =++++ xxxx  
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《進階問題》 

 

至目前為止，我們所探討的方程式，係數都是實數（雖然沒有明講），倘若係數是複數，則公

式解會有什麼不一樣呢？以下供各位更進一步思考： 

1) biaZ +=2  ( Rba ∈, )，則 









 −⋅++±=
2

)(
2

ar
bsign

ar
Z  

(其中當 x>0 時，sign(x)=1；當 x=0 時，sign(x)=0；當 x<0 時，sign(x)= 1− ，而 22 bar +=  ) 

2) CWZ n ∈= 且 Nn ∈ ，則可用棣美弗定理（高一下最後一節）解之。 

3) 如何解 ( ) ( ) 02521 2 =−+⋅+⋅+ iZiZi ？(據說高一上有教?) 

4) 如何解 ( ) ( ) 02521 23 =−+⋅+⋅++ iZiZiZ  

5) 如何解 ( ) ( ) 02521 24 =−+⋅+⋅++ iZiZiZ  

 

 

結尾 
 
Ｑ：五次方程呢？ 

答： 

  可想而知，許多數學家們隨而探索五次方程去了。只是，又是一個兩百年，卻沒有多大  

進展！僅管其中有尤拉（Euler）、拉格朗日（Lagrange）的參與，但成果始終有限。於是人們

也就開始懷疑：是否真有公式解。而這樣的問題從拉格朗日、魯非尼，到阿貝爾（Abel）、以

及伽羅瓦（Galois）所提出的相關論證，人類總算得出關於公式解的重要結論： 
 

 
 

於是，跨越千年歷程的公式解，才算真正地落幕了。 
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